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Résumé. Nous établissons dans cette Note, la représentation autorégressive du meilleur prédicteur
linéaire en moyenne quadratique d’une série chronologique stationnaire basé sur toutes les
observations du passé a l'exception d’un nombre fini d’entre elles dont les indices temporels
sont quelconques. Ce résultat est obtenu sous les hypothéses suffisantes classiques
d’existence d’'une représentation autorégressive pour le prédicteur basé sur tout le passé.
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Autoregressive representation of the predictor with incomplete past of a
stationary time series

Abstract. In this Note, we establish the autoregressive representation of the best linear mean-square
predictor of a stationary time series based on all its observations in the past except a
finite number of them which have arbitrary time indices. This result is obtained under
the classical sufficient conditions of the existence of a mean-convergent autoregressive
representation for the predictor based on the complete pas000 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let (X;)rez be a zero-mean purely nondeterministic weakly stationary time series with spectre
densityf. We denote bw?g the best linear mean-square predictofgfbased on the pa$tX; k < —1}.

In order to be computable in practicél, should have a mean-convergent autoregressive (AR)
representation in terms of, k < —1. There are two well-known sufficient conditions for the existence
(and the uniqueness) of such a series, namety ... andf~! € L;), [1,7], andd > 0 whered is the angle
between the “past and present” subspace and the “future” subsp@€g)of6]. Neither of these conditions
implies the other.

Note présentée par Paul EHEUVELS.
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It was shown by Bloomfield [2] that iy has an AR representation, then for evé¥y> 0, the linear
predictor of X, based on the observatiofiX; k£ < —N} possesses also an AR representation which is
obtained by means of well-known relations, given for instance indé¢Example 1).

Cheng and Pourahmadi [3] proposed a recursive method to compute the linear pt&giofaX, based
on all its observations in the past, except a finite number of them, which have arbitrary time indices. T
complexity of their algorithm depends on the indices of the missing observations and their method does
provide the AR representation &f;.

In this Note, we establish a formula for the AR representatioﬂ?@foy assuming eitherf(€ L., and
f~1 €L;)oréd > 0. This formula involves only the AR parametets,) of (Xx).

Throughout the papesp{ X; k € Z} is the time domain of X;;) andLs(f) is its frequency domain.
The spacd.»(f) is endowed with the inner product (1) wheta is the normalized Lebesgue measure
on (—m,n]. The mapZ: X} — ¢** defines an isomorphism betwesp{ X;; k € Z} and Lo(f) ([4],

p. 483). For any functiory in Ly with the Fourier series expansigni\) = >, ., grc’**, we note
[g(N)]o— = 22:700 gk €. For any integerg andn, k A n stands for the minimum of andn, &, =0
whenk #£ 0 andéy = 1. The setM is the finite set of integers defined by (2), aAdis the subspace of
Lo(f) defined by (3).

MAIN RESULT. —If f € Lo, and f~* € Ly, or if # > 0, then the projectiorh of the constant function
1 onto the subspacél is given by(4) wherep and ) are defined respectively k%) and (6) and the
coefficientyyy,) satisfy the matrix equatio(v), whereU is the nonsingulafN + 1) x (N + 1) matrix
with elements given biB). Furthermore,||1 — h||? = 021, whereo? is defined by9).

The proof of this result consists in verifying that functibdefined by (4) satisfiese H and1 —h | H.
First, we show thah € Lo(f) using f~* € L; (which is implied byg > 0 ([9], p. 81). Next, we establish
thatl — A L H by showing that the right-hand side of (10) is zerofas N ~. M (the first term is zero for
k ¢ M and the second term is zero foe N). Then we show that each hypothesfs{ L., andf~! € L)
andd > 0 implies thath € L; and that the Fourier series afconverges to: in Ly(f). Afterwards, we
prove thath € H by showing tha‘g[:T h(X\)e?** d\ =0 for k ¢ N~ M. Fork < 0, this property follows
from (4), and fork € M, it results from (12) and (7). Next, we show that an immediate consequence of (8
is thatU is positive definite. Lastly, the expression|df— h||? is given by (13).

In Corollary 1, we establish the AR representation of the best linear mean-square pr&éitﬂbﬁ(o
based on the incomplete pasX_;; k€ N~ M}. Since)?{) is the projection ofX, ontosp{X _;; k €
N~ M} and the isomorphisi is an isometric operator, we hafé{) =Z~%(h). Under the hypotheses of
the main resulth has a Fourier series expansif\) = >, ..y, e e~ ¥ where the series converges in
La(f). This implies thaﬂ?{) has the AR representation (14) where the coefficiélats are given by (12).

In Example 1, we show that the results of ([1], Theorem 2) can be obtained from (12) in the particul:
case where\/ ={0,1,...,N}. In Example 2, we assume th@X}) is the causal AR process of order
given by (15) and we show that the AR representatiof(@feduces to (16).

1. Introduction

Soit (X )xez une série chronologique centrée stationnaire au second ordre et purement non détermin
de densité spectralg. On note X, le meilleur prédicteur linéaire en moyenne quadratiqueXdeen
fonction du pass€Xy; k< —1}.

Pour étre calculable en pratiqu&, doit avoir une représentation autorégressive (AR) convergente er
moyenne quadratique en fonction d€g, £ < —1. Deux conditions bien connues garantissent I'existence
(et 'unicité) d’'une telle représentation. Il s’agit dg € L., et f ' € L;), [1,7], et ded > 0 ol est 'angle
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entre le sous-espace «passé et présent» et le sous-espace « futl»,d6]. Aucune de ces conditions
n'implique I'autre. R

Bloomfield [2] a montré que sK, admet une représentation AR, alors quelqueSoit 0, le prédicteur
linéaire deX, en fonction des observatiods(;; k < —N} admet aussi une représentation AR que I'on
obtient au moyen de relations données par exemple dangdit jgxkemple 1). N

Cheng et Pourahmadi [3] ont proposé une méthode récursive pour calculer le prédicteur Kijéddére
X en fonction de toutes les observations du passé a I'exception d’'un nombre fini d’entre elles dont |
indices temporels sont quelconques. La complexité de leur algorithme dépend des indices des observa
manguantes et leur méthode ne fournit pas la représentation AR .de

Dans cette Note, nous établissons une formule pour la représentation P?%Qdesupposan'g‘(e Lo
et f~! € Ly) oud > 0. Cette formule fait uniqguement intervenir les paramétres AR de (Xx).

Dans la suitesp { Xx; k € Z} est le domaine temporel d&;,) et Ly (f) est son domaine fréquentiel.
L'espacels(f) est muni du produit scalaire

(o) = [ "GOV £ A, 1)

—T

oll d)\ est la mesure de Lebesgue normalisée |sur,7]. L'application Z : X — e** définit un
isomorphisme entrep { X;; k € Z} et Lo(f) ([4], p- 483). On désigne pdry"™, Ly et LY~ les sous-
espaces dé-, des fonctiongy dont lesk-eémes coefficients de Fourigg = ffﬂg()\) e kA d\ s’annulent
respectivement pout < 0, k <0 etk > 0; on note[g] et [g]o_ les fonctions dd.; et LY~ dont les
k-iémes coefficients de Fourier sant pourk > 0 etk < 0. Enfin, pour tous entierk etn, k A n désigne
le minimum dek etn, 6, =0 pourk £ 0 ety = 1.

2. Représentation AR du prédicteur a passé infini incomplet
Soit
M ={ng,n1,....,nn}, 0=mng<ng <---<np, 2)

un ensemble fini d’entiers é?t() la projection deX sursp{X_y; k € N\ M }. CommeZ est une isométrie,
Z(X\) estla projection de la fonction constante 1 sur le sous-esfiateL, (f) défini par :

H=5p{e ™, ke N\ M}. 3)

THEOREME 1. — Soit(X}) une série chronologique centrée stationnaire au second ordre purement nol
déterministe de densité spectrgle Soientf I'angle entre le sous-espace «passé et présent» et le sous:
espace «futur» déX;) et (ax) les parametres AR deX}) avecag = 1. Si f € L, et f~! € Ly, ou si
6 > 0, la projectionh de 1 sur le sous-espacH deL,(f) défini par(3) est donnée par

h=1 _¢[¢w]0—7 (4)
ou
e(N) = ape®, (5)
k=0
N .
PN =D phpe (6)
k=0
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et les coefficient&)y, ) satisfont I'équation matricielle

U(wﬂvwlv" 7¢N) :( 5 7"')0)/7 (7)
U étant la matrice inversible de dimensidn+ 1 d’éléments
npAng
Up,q = Z an,—jan,—j, P,q=0,. N (8)
7=0
De plus,||1 — h||? = 0%y, o0
0% =exp [/ log f(A) d/\} . 9)

Démonstration. -ta fonctionh étant la projection dé sur H, h est caractérisée parc H etl —h | H.
1) Vérifions tout d’abord qué donnée par (4) appartienfia(f). Comme la conditiod > 0 implique
que f~t €Ly ([9], p. 81), sous les hypothéses du théoréme on a dorice L,. Par conséquent,
= 02|<p|_2 et o € Ly. Puisquey € Lo, on a doncpy € Lo. Il découle alors de (4) qugl — hl|? =
2[ |l )]0,\2d)\ < 0. Doncl — h € Ly(f) et commel € Ly(f) car f € Ly, on obtient que

h e L2 f)
2) Montrons qud — h 1. H. Soitk € Z, on déduit de (4) que

T

(1= h(N), e ) :(72/ eV (N (N)] e da

=c2 [ () eFrd —o? / PN () w(V)] , e dA. (10)
D’aprés (6), le premier terme de droite de (10) est nul go@rM . D'autre partyp(X) ! = >0 ¢k ek
ou les coefficientgcy,) sont les paramétres MA deX},) et satisfontcy = 1 et "7 ci < co. Dol
o' e LYT. Comme[py], € L, le second terme de droite de (10) est donc nul goarN. On a donc
(1 —h(X),e"™**) =0 pourk € N\ M, ce quiimplique qué —h L H.

3) Montrons qué: admet un développementen série de Fourier qui convergéaenssLs (f). Sif > 0,
Lo(f) C Ly etla série de Fourier de toute fonctigrnle Lo (/) converge verg dansLa( f), [6] En prenant
g =h,onadoncle résultat. §i€ L, 0 < f < C p.p., on déduit de (1) quigy||> < C ["_|g(A)|*d), et
donc la convergence dahs implique la convergence dahs( f). Il suffit donc de montrer quh € Ls.0On
déduit de (5) et (6) que

Ng

[‘P quzanq i€ A (11)

Par conséquentpy]g— € L. Commep € Ly, on ap [gm/;]o, € L, et on déduit de (4) que € Lo.

4) Vérifions queh € H. Notonsy_, _, k. e~*** le développement en série de Fourierrdél suffit de
montrer quehy, = 0 pourk ¢ N ~. M. Commeg [p]o— € L™, h € LY~ et donchy = 0 pourk < 0. Soit
k € N, on déduit de (4) etde (11) que

Ng

b= [ B = 6k—Z¢annq j/ Za,ge“k—j—mdx

- T =0

ng Nk

_6k_zquanq jak—j- (12)
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Supposons que € M, i.e.,k =n, oup € {0,...,N}. On déduit de (12) que,,, = 6., — Zévzo Up.q¥q,
ou U, , est défini par (8). Il résulte de I'équation (7) qag, = 0 pour toutp € {0,...,N}. En résume,
hy =0 pourk < 0 et pourk € M, etdonch € H.
5) Montrons que la matric& est définie positive ce qui implique son inversibilité. Seic RV, on

déduitde (8) que/Ua = Z_?;VO (Z;V:O a,,anp_j)Q, olUag = 0 pourk < 0. Donca’Ua = 0 est équivalent

azﬁzo Qpan,—j =0pourj=0,...,ny. Enprenant successivemgnt ny, ny_1,...,no eten utilisant
le fait queag = 1, on obtientay =ay_1=---=ag =0.
6) Ona

T N
11— B2 =0? / oMo, [Fdr=02 3" Up gty =0, O (13)

- P,q=0

Remarquel. — Sous les hypothéses du théoréme 1, omd Xy — X)) = ||1 — /|2 = 02¢. Une
expression équivalente dear (X, — X() peut étre obtenue en utilisant ([5], théoréme 1) ou ([8],
théoréme 1).

COROLLAIRE 1.-Sous les hypotheses du théorétn§(6 admet la représentation AR
Xo= > hiX_y, (14)
keENNM
ou les coefficientgh, ) sont donnés pafl2).

Démonstration. -On ak(X\) = Y, ., hw e~ ol la série converge dais (f). Donc)A(() =7 Yh)=
> _rez hie X OU la série converge en moyenne quadratique. Les coeffidigrsisnt nuls pouf: ¢ N~ M
et sont donnés par (12) pokie N~ M. O

Exemplel. — LorsqueM = {0,1,...,N}, X'(’) est la prédiction NV + 1) pas deX, et il est facile de
déduire de (12) quéy = 6 — Z;V:AO’“ ¢jak—j, ce qui est équivalent & la relation bien connue donnée par
exemple dans ([1], théoréme 2).

Exemple2. — Supposons qugX ) soit un processus AR causal d’ordre
Za_ij,_jzak, ap=1, 1<r<oo. (15)
=0

La densité spectralgde (X ) satisfaitf € L, et f~! € L... Comme(X},) est causal ) est le processus
d’innovation de(X}) etay,...,a, sont les paramétres AR d&;). On déduit alors de (12) que, =0
pourk > ny + r etil découle donc de (14) que

ny-+r

Xo=Y hiX_y. (16)

k=0
kg M

Lorsque le passé est compléf,= {0} et (16) donne le résultat bien coniiy = — Soreq ek X
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